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非线性破坏准则下的边坡稳定塑性极限分析 

胡卫东 1, 2，张国祥 2 
（1.湖南理工学院 土木建筑工程系，湖南 岳阳 414000；2.中南大学 土木建筑工程学院，长沙 410075） 

 
摘  要：利用塑性分析上限定理，考虑岩土介质本身的非线性破坏准则，对各种不同破裂面边坡稳定性分析进行研究。针对

破坏边坡破裂面不同，采用外切直线法来分析其上限解，推导出非线性破坏准则下的边坡稳定性系数计算公式，并对较复杂

的对数螺旋线破裂面边坡提出初始切线法，较好地求出塑性极限分析上限解。将在非线性破坏准则下按对数螺旋线破裂面推

导出的塑性极限分析上限解运用于实际边坡工程，其结果与精确塑性分析结果非常接近，为非线性破坏准则下的边坡稳定塑

性极限分析提供了一条新的思路与方法。 
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中图分类号：TU 432          文献标识码：A 
 
 

Plastic limit analysis of slope stability with nonlinear failure criterion 
 

HU Wei-dong1, 2,  ZHANG Guo-xiang2 

(1.Hunan Institute of Science and Technology , Yueyang 414000, China; 
 2. College of Civil and Architectural Engineering, Central South University, Changsha 410075, China) 

  

Abstract: The slope stability analysis is studied with the nonlinear failure criterion based on the plastic upper limit theorem. The 
tangent method is assumed to analyse the upper limit solution along the different brusted surface of slope in order to infere the 
stability coefficient formulas with the nonlinear failure criterion. The initial-tangent method is proposed for the complex slope with 
logarithmic spiral crack surface; and it can calculate the plastic analysis upper limit solution well. A classical slope calculation case 
shows that the presented method is of correctness and high precision which agrees well with previous achievements. The new method 
can be used to guide the slope stability analysis with the nonlinear failure criterion based on the plastic upper limit theorem.  
Key words: slope stability; nonlinear failure criterion; upper limit theorem; stability coefficient 
 

1  引  言 

在许多实际工程问题中，传统极限平衡分析公

式所含参数是线性破坏准则中的抗剪强度指标。已

有学者利用极限分析理论来分析和研究线性破坏准

则下的边坡稳定和土压力计算问题[1-3]。然而许多试

验数据表明，岩土介质服从非线性破坏准则，线性

破坏准则只是其中的特例。研究非线性破坏准则下

边坡的极限分析的科技论文较少，有的也难以应用

到实际分析计算中[4]，寻求合适的强度参数求解岩

土材料的边坡稳定性成为一个很重要的问题。本文

研究了在非线性破坏准则下利用上限定理进行边坡

稳定分析，推导出非线性破坏准则下的边坡稳定性

系数计算公式，并对较复杂的对数螺旋线破裂面边

坡提出初始切线法进行简化计算。 

2  非线性破坏强度准则 

岩土工程中常采用线性 Mohr-Coulomb 强度准 
则，在线性破坏准则中，没有考虑中间主应力 2 的

作用，公式中最大主应力 1 和最小主应力 3 呈线性

关系，其表达式为[5] 

               31 p pq M               （1） 

式中： 1 和 3 分别为破坏时的大、小主应力； pq 和

pM 均为岩土的抗剪强度指标， pq 为单轴抗压强度；

pM 为一常数，它们与 c ， 之间的关系可表达为 

p
(1 sin )
(1 sin )

M 






             （2） 
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            p
2 cos

(1 sin )
cq 





             （3） 

根据三轴试验成果发现：破坏时，屈服面上的

最大主应力和侧限压力（小主应力）应是非线性关

系。其非线性曲线可以描述为 
*

(1 p p 3 p/ )aq M q              （4） 

在应力空间（ ， n ）中，式（4）的等价表

达式为 

  
1

0 n t(1 / ) mc               （5） 

将式（5）绘制成如图 1 所示的曲线。 0 ,c t , m
均为岩土材料参数； 0c 为曲线与纵轴的截距； t 为

曲线与横轴的截距，曲线恒定通过 0(0, )c 和 t( ,0)
两点，m决定了曲线的弯曲程度。    

 
 
 
 
 

 
 

 
 

图 1  非线性破坏准则强度曲线 
Fig.1  The curve for a nonlinear failure criterion 
 
考察 n - 曲线的切线斜率（曲率），对式(5)

求导: 
1

0 n

n t t

(1 )
m

mc
m


  



   (m1)    （6） 

当 n >0 时，随着 n 增大，切线斜率不断减小，

切线完全位于曲线的外侧。也就是说，曲线的曲率

随着 n 的增加而逐步减小， n - 曲线的切线趋于

与 n 轴平行，趋近于 0。 

3  塑性分析的上限解 

上限定理：如有一种机动许可的速度场存在，

则与其对应的外荷载的最小值就是极限荷载的上

限。此时，该外荷载所做的功等于屈服机构（塑性

变形机构）中耗散的能。 
对于土坡来说，极限荷载的概念可用土坡的临

界高度来表示。因此，上述定理可表达为：对于刚

塑性土坡，如能找到一种机动许可的速度场，使得

外荷载所做的功率等于内能耗散率，从而土体破坏，

则相应的坡高即为土坡临界高度的上限。 
“在结构的上限分析时，提高材料的屈服强度

不会降低结构的极限荷载”，众多学者在上限分析

时，已经采纳过这种思想。Mohr-Coulomb 线性破

坏准则在以 x yX    为横轴，以 2 xyY  为纵轴

的坐标系中，可表示成一个以原点为圆心，以

2 cos ( )sinx yR c       为半径的圆域。为了便

于问题的上限分析，采用外切正多边形手段。这种

手段实际上提高了材料的屈服强度。因此，若采用

一屈服强度超过材料的真实屈服强度，则在该屈服

强度下，任一机动容许速度场对应的上限解均为极

限荷载（对应真实的屈服强度）的上限。由式（5）
和图 1，对非线性破坏准则下的上限分析可采用外

切直线法，以提高岩土材料强度为手段来分析结构

物的上限解。图 1 中由切线 L 确定线性破坏准则，

L 为经过非线性破坏准则上的某一点并与其外切的

切线方程。前面已经证明曲线的曲率随 n 的增加而

逐步减小，切线完全位于曲线的外侧，位于直线破

坏准则上的所有点，其对应的材料强度相对提高。

因此，在直线破坏准则下（这里指外切线）的上限

解一定为真实极限荷载（指非线性破坏准则对应的

极限荷载）的上限[4]。 
切线 L 的方程式为 

t t ntanc               （7） 

式中： tc ， ttan 分别为切线的斜率和截距。如图 1
所示， tc ， ttan 的表达式为 

     

1
1

t t
t 0 t t

0

tan1 tan
mmmc c

m c
 

 
 

  
 

    （8） 

1

n
t 0

t t

1tan 1

m
m

n

c
m




  



 
   

 
      （9） 

由 式 （ 9 ） 可 知 ， 切 线 L 的 斜 率
1

0

n t t

(1 )
m

mnc
m


  



  。一般来说， n >0。当 L 过

（0， 0c ）点时，有最大值 0

n t

c
m


 

 ；当 n ∞

时，有最小值 0。所以说， t 应该在（0， 0

t

arc tan( )
c

m
）

之间变化。 

4  直线破裂面边坡 

对于具有高陡坡角的简单土坡，假定土坡的破

裂面为不连续的直线破裂面，提出如图 2 所示的上

1

0 n t(1 / )mc     

L 

n  t  
0c  

  

tc  

t
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限定理的屈服机构。当土体沿不连续直线破裂面向

下滑动时，形成刚性楔 ABD，楔体的下滑速度为 V，
且与破裂面成 角。外力所做的功等于土楔自重与

速度的垂直分量的乘积：[6] 

  
图 2  直线破裂面屈服机构－速度场 

Fig.2  The failure mechanism for a linear crack surface 
 

2 21 1( cot cot ) sin( )
2 2

W WV H H V        
外                                               

21 (cot cot )sin( )
2

H V                 （10） 

沿不连续直线破裂面的内能耗散率等于凝聚力

与速度在破裂面上的分量的乘积： 

        cos
sinl
cHW cV V 


 
内        （11） 

令外功率等于内能耗散率，则有： 

W W 
外 内                 （12） 

21 (cot cot )sin( ) cos
2 sin

cHH V V     


    

（13） 

t t t

t

2 cos
( )

(cot cot )sin( )sin
c cH f


      

 
 

                      

（14） 

滑动体处于极限状态时， ( )f  应是最小值， 

令 0f


 ，求得破裂面与水平面的夹角 。 

2 2 1/2
t t

t

{-cot +tan +[(1+cot )(tan +1)] }
=arctan

1+cot tan
   


 

 
 
 

 

                                       （15）  
代入式（14）可得土坡的临界高度 cH ： 

t
c s(min)

cH N


              （16） 







3 2 1/2 1/2 1/2
s(min) t

1/2
t

t
t

1/2
t

2 [ cot ( ) +tan ( ) ]

-cot +tan +( )    cos sin[arctan( )
1+cot tan

    )( -cot ( ) ]

N AB AB AB

AB

B AB

 

 


 

 

    








  

                  （17） 

式中： 2
t=1+tanA  ； 2=1+cotB  。 

由于在非线性破坏强度准则中， t 和 tc 参数随

应力状态 n 大小而变化，那么，可将式（8）和式

（9）代入式（16），这样式（16）中只含有 t 的单

变量。当 t 在有限的范围内变化时， cH 一般是存

在极值点的，且在极值点处还需满足 t   
（0， 0 tarctan( / )c m ）。这样可以对 cH 的函数式进

行非线性优化计算。利用 Matlab 的优化工具箱提供

的对非线性优化问题的完整解决方案，可以求解单

变量函数的非线性最优化问题。 
在非线性破坏准则下，边坡的稳定性系数 sN 定

义为 

s c t/N H c          （18） 

5  对数螺旋破裂面边坡 

从式（13）中可见，要保证H 有正解，必须满

足  ，且  ，那么对于坡角较小的土坡不能

满足条件，说明这时土坡滑动的稳定分析不能按直

线破裂面计算，应该按对数螺线曲面或圆弧等形式

的破裂面滑动进行计算。 
假定破裂面为对数螺线面，以图 3 所示为屈服

破坏机构。 sL 为直线 AO 长度。 
 
 

 
 

 
 
 

图 3  对数螺线破裂面塑性屈服机构 
Fig.3  The plastic failure mechanism for logarithmic 

 spiral crack surface 

 
由对数螺旋方程式： 

             0 t( ) tan
0 eR R            （19） 

由几何关系： 

1 0 t[( ) tan ]
1 0

0

sin [sin( )e sin( )]
sin( )

H
R

  
   

 
   



                                     （20） 

1 0 t

s 1 0 1

0 1 1

[( ) tan ]
1 0

sin( ) sin( )
sin( ) sin( )sin( )

        [e sin( ) sin( )]

L
R

  

   
     

   

 
 

  

  

.
  

（21） 

A 

 

V( ) H
 

D 

B 

  

O 

  

0
1  



1911
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从式（19）、式（20）可知，当 0 ， 1 及边坡

的高度 H 给定后， 0R 及 sL 值就被确定，因而轴心

的位置 O 就被确定。因此，用 3 个参数即 0 ， 1 及

H 就完全确定上述一般边坡滑动面所在位置。 
对任何机动容许的速度场，如果土体重力的功

率恰好与速度间断线上内能消散功率相等，此时边

坡对应高度为边坡临界高度。在滑动面的左侧和右

侧的土体为刚体，无内能消散，内能仅在速度间断

线 AB 上消散，外力的功率为旋转体 ABD 重力的功

率。 

当重力的功率等于内能消散时，即由w w 
外 内，

得 
1 0 t

1 0 t

( ) tan2
t

t 1 2 3
[( ) tan ]

1 0

t
1 0 t

sin [e 1]
2sin( ) tan .( )

[sin( )e sin( )]

( , , tan )

cH
f f f

c f

  

  


   

   

  







 

  

       

（22） 
式中： 

1 0 t3( ) tan
1 t 1 12

t

1 [(3tan cos sin )e ]
3(1 9 tan )

f     


 


                                       （23） 

2 0 0
0 0

1 (2cos cos )sin( )
6

s sL Lf
R R

           （24） 

1 0 t

1 0 t

( ) tan
3 1 0 1 0

0

( ) tan
0 1

0

1 e [sin( ) sin( )]
6

        [cos cos cos e ]

s

s

Lf
R

L
R

  

  

   

  





    

 
  

1
1

t t
t 0 t t

0

tan1 tan
mmmc c

m c
 

 
 

  
 

    （26） 

H 函数也是以 1 0 t, , tan   为变量的函数，即 

1 0 t( , , tan )H H             （27） 

滑动土体处于极限状态时， 1 0 t( , , tan )H    应

是最小值，即临界高度为式（27）的最小值。令

1

0H


 ，
0

0H


 ， 0
(tan )t

H
 

 ，求解 1 0 t, , tan   ，

求解过程实际上可以转化为求解带约束条件的非线

性优化问题：求最小值为 1 0 t( , , tan )H    ；约束条

件为 1 0  和 tan 0t ≥ 。 

将求解获得的 1 0 t, , tan   代入式（27），即得

土坡临界高度上限解： 

c 1 0 t min 1 0 t( , , tan ) ( , , tan )tcH H f     


    （28） 

由于切线 L 的方程是随 n 的取值而变化的，为

了求解计算简便，根据“在结构的上限分析时，提高

材料的屈服强度不会降低结构的极限荷载”的这种

思想，可采用初始切线法，即初始切线 *L 通过点

（ n 0  ， 0c  ）。这时，用初始切线代替非线性

破坏曲线做上限分析。 
求解切线 *L 的斜率：将 n 0  代入式（9），可

得 

n

n

1
0 0

c 0
n t t t0

tan (1 )
m

n mc c
m m




   






 
    
 

 

（29） 
则初始切线 *L 的方程为 

0
0 n c 0 n

t

tan
cc c

m
   


        （30） 

0c 和 c 一经确定后，问题即成为线性问题，

由式（22）即得边坡临界高度上限解： 

         0 0
c 1 0 min s( , )

c cH f N 
 

      （31） 

式中： sN 为 , ,  的函数，H.Y. 方等人已制有图

表，可以通过文献[6]查用。 

6  工程算例 

设某竖直边坡的土体服从非线性破坏准则，岩

土材料参数 0 90c   kPa、 t 247.3   kPa；m 分别为

1.0，1.2，1.4，1.6，1.8，2.0，2.5，该算例与文献

[7]的算例相同。本文在非线性破坏准则下取对数螺

旋线破裂面进行塑性极限分析，表 1 为采用初始切

线法计算稳定性系数结果与文献[7]的比较情况。 

 
表 1  非线性破坏准则下边坡稳定性系数 sN  

Table 1  Stability coefficient sN  for nonlinear  
failure criterion( 0 , 90    ) 

Ns 
m 

文献[7]计算结果 初始切线法结果 
误差/ % 

1.0 
1.2 
1.4 
1.6 
1.8 
2.0 
2.5 

5.51 
5.13 
4.89 
4.73 
4.60 
4.52 
4.35 

5.51 
5.20 
4.98 
4.83 
4.71 
4.62 
4.45 

0 
1.36 
1.84 
2.11 
2.39 
2.21 
2.30 

 
通过算例分析，从表 1 可以看出，采用初始切

线法是有效、合理的。计算的稳定性系数均比文献

[7]计算结果稍大，计算的误差值都很小，最大误差

（22） 

 

（25） 
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不超过 2.4 %。同时也可看出，合理采用非线性破

坏准则下的强度参数能够更简便,而且比较准确地

求出稳定性系数。 

7  结  语 

上限定理是求解岩土稳定性的一种有效工具。

在上限定理的基础上，由于土体破坏准则具有非线

性，其应用范围受到限制。本文在进行塑性极限上

限分析时，应用外切直线法和非线性优化方法相结

合的计算方法，研究沿不同破裂面破坏边坡的稳定

性问题，推导出非线性破坏准则下的边坡稳定性系

数计算公式。同时，为了简化计算和应用，针对较

复杂的对数螺旋线破裂面边坡提出初始切线法，能

够很好地求出塑性极限分析上限解。 
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